Método Grafico

Capitulo 3
Método Grafico

Solucidn dptima
\( X1 7
)

» X1

Introduccion

En el presente capitulo se muestra la solucién a varios tipos de problemas de programacion
lineal que solamente tienen en su formulacién dos variables empleando el método grdfico.

Conjunto convexo

Un conjunto C es un conjunto convexo si el segmento rectilineo que une cualquier par de
puntos de C se encuentra completamente en C.

Xa Xa
) F
Ps
Py
¢ e ¢
Pz
- -
Conjunto convexo Conjunto no convexo
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1. Problema de unica solucion

Maximice Z = 2X;+ X,

C.S.R. 2X1- Xz < 8
Xi- Xz < 3
Xi+2X; < 14
Xi+4X, < 24

Xj»0;j=1,2

Cdlculos analiticos para graficar el sistema de inecuaciones lineales, incluyendo la condicion
de no negatividad (Xj >0 j =1, 2), que nos indica que solamente trabajaremos en el primer
cuadrante del plano cartesiano, cuadrante en donde X; y Xz son positivas.

1° Restriccion | 2° Restriccion | 3° Restriccion | 4° Restriccion | Funcion Objetivo

2X1—X2§8 X1—X2§3 X1+2X2§14 X1+4X2§24 Z=2X;+ X;

2X1-X2:8 X1-X2:3 X1+2X2:14 X1+4X2:24 2X1+X2:2
X1:O XZ:O X1:O Xz:o X1:0 X2:O X1:O X2:O X1:O Xz:o
XZ:-S X1:4 XZ:-3 X1:3 X2:7 X1:14 X2:6 X1:24 X2:2 X1:1

P(0,0)=>0<¢38 P(00)=>0¢3 | P(00)=>0<14 | P(0,0)=>0¢24

Verdad Verdad Verdad Verdad

Restricciones
Fijese que para cada inecuacién, primero suponemos que es una igualdad y luego tabulamos
dos puntos fdciles de calcular, como lo son las intersecciones de la recta con los ejes
cartesianos abcisa y ordenada, esto siempre que el término independiente (Lado derecho de
la inecuacién) sea diferente de cero, es decir siempre y cuando la recta no pase por el
origen de coordenadas P(0,0).
A continuacion con un punto de prueba cualquiera P(X; , X;), (Aseglrese que se encuentre al
lado derecho 6 izquierdo de la recta, NO sobre ella, es decir, el punto de prueba NO puede
pertenecer a la recta), Aqui, como ya sabemos que la recta no pasa por el origen de
coordenadas (Término independiente diferente de cero), usamos como punto de prueba
P(0,0), es decir X; = 0, Xz = O que nos facilita los cdlculos cuando lo remplacemos en la
inecuacién y observamos si la hace una verdad 6 una falsedad; Averiguar esto nos permite
conocer si el drea solucién de la inecuacién estd al lado derecho 6 izquierdo (Por supuesto,
incluyendo los puntos sobre la recta, ya que todas las inecuaciones son menor 6 igual ( < ));
Si el punto de prueba hace verdad la inecuacion lineal, entonces, todos los puntos que se
encuentran al mismo lado del punto de prueba la hardn verdad, si el punto de prueba no hace
verdad la inecuacidn lineal, los puntos que la hardn verdad estdn al lado contrario en donde
se encuentra el punto de prueba. Esto es, si el punto de prueba se encuentra al lado
izquierdo de la recta y hace verdad la inecuacion, entonces el drea de soluciones para ésta
inecuacién, son todos los puntos que pertenecen a la recta y los que se encuentran al lado
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izquierdo de ella. Si el punto de prueba situado a la izquierda de la recta, no hace verdad la
inecuacidn, entonces el drea de soluciones para ésta inecuacion, son todos los puntos que
pertenecen a la rectay los que se encuentran al lado derecha de ella.

Funcidn objetivo

La funcién objetivo Z = 2X; + X, expresada como 2X;+ X; = Z tiene la estructura de una
linea recta, solo que no conocemos su término independiente. Graficando ésta ecuacion con
diferentes valores para Z, observamos que la funcién objetivo, representa una familia de
rectas paralelas, que al aumentar el valor de Z la recta se desplaza hacia el lado derecho,
por lo que concluimos que Z aumenta cuando la recta se desplaza paralelamente hacia la
derecha, esto se cumple siempre que la ecuacion de la funcién objetiva tenga pendiente
negativa, es decir inclinada al lado izquierdo. Para funciones objetivo con pendiente positiva
(Inclinadas al lado derecho), se recomienda dar varios valores a Z y graficar para observar
si al desplazarse a la derecha Z aumenta o por el contrario disminuye.

X4 2Xy + Xp = 2 2X1 + Xp = 4 2X1+X2= 6

O Xz O X1=O X2:O X1=O X2:O
=2 X1 1 X2=4 X1=2 X2=6 X1:3

x Xy
X

2

Ma=imiza
" Aumenta

Aqui se le ha dado a Z el valor arbitrario de 2, ya que solo necesitamos graficar una de las
rectas que pertenece a la familia de rectas paralelas, para facilitar la tabulacion de la
funcion objetivo, se recomienda dar el valor arbitrario de Z como un mdltiplo de los
coeficientes de las variables, que se consigue fdcilmente, multiplicando el coeficiente de X;
por el coeficiente de X; . Es conveniente fijarse en los valores de las coordenadas para
graficar la funcién objetivo observando que sean parecidos en magnitud a los hallados para
graficar las restricciones (Observe que puede dar el valor adecuado a Z), esto hara que la
grdfica quede convenientemente presentada para el andlisis.

Existen dos procedimientos para encontrar la solucién factible dptima:

1. Evaluar la funcién objetivo Z en cada una de las esquinas del drea de soluciones
factibles. La debilidad de este procedimiento se presenta cuando se tienen muchas
restricciones que por supuesto generan un drea con muchas esquinas, volviéndose
dispendiosa la consecucién de sus coordenadas, que implica la solucion de muchos
sistemas de ecuaciones lineales.

2. Usando la funcién objetivo para determinar la esquina del drea de soluciones factible
que la optimiza. La debilidad de éste procedimiento se presenta cuando la funcién
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objetiva es aproximadamente paralela a uno de los lados del drea de soluciones factible,
originando la duda visual sobre la grdfica de cual de los dos extremos (esquinas) es el

que hace que la funcidn objetivo se optimice.

Se recomienda usar el segundo procedimiento y en caso de dudas visuales sobre la grdfica,
recurrir al primer procedimiento para dirimir la duda respecto al par de esquinas.

Primer procedimiento: Evaluar la funcién objetivo Z en cada una de las esquinas del drea de
soluciones factibles.

e ¥i- ¥a £
Exi- ¥e t 08

Pz (0,6
2

Area de
Soluciones

Facthible=

P1 (0,0 s
Ped3,0 Xlexgzz-ﬁh
Wi+ 2w 214

J

El valor de la funcidn objetivo en cada una de las esquinas del drea de soluciones factible

es:

Z(o’o) = 2(0) +0=0

Z(O’é) = 2(0) +6=6

Z(4,5) = 2(4) +5=13

Zeay=2(6)+4=16 =) | q funcién objetivo se maximiza cuando X;=6 y X;=4
Z(512) = 2(5) +2=12

Z(3,0) = 2(3) +0=6

Segundo procedimiento: Usando la funcidn objetivo para determinar la esquina del drea de
soluciones factible que la optimiza.
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xe X1- Xz £ 3

—
Area de
Soluciones

\Fm:'l'i bles

M= imo

XXH@@ < 244
Wy o+ s 21

S =2+ e =2

Fijese que al desplazar la funcién objetivo Z hacia la derecha, el dltimo punto a la derecha
del drea de soluciones factible que toca es: X1 = 6 , X, = 4. Para encontrar las coordenadas
debemos interceptar las ecuaciones de las restricciones X;+2X, = 14 con2X;- X; = 8
Una manera de hacer esto es empleando el método de los determinantes, que para un
sistema de dos ecuaciones y dos variables es:

‘14 2‘ ‘ 14
8 -1 416 30 12 81 sies a0
W= = = -6 Wa = = = =4
. 2] -1-4 B 51 T1-4 &
2 - |

2. Problema de mdiltiples soluciones
Maximice Z =5/2X;+ X
CSR. 3Xi+ 5Xz ¢ 15

5X1+ 2X2 < 10

Xj>0:j=12
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1° Restriccion | 2° Restriccion | Funcion Objetivo
3X1 + 5XZ < 15 5X1 + 2X2 < 10 Z-= 5/2X1 + XZ
3X1 +5X2 = 15 5X1 + 2X2 =10 5/2X1 + Xz = 5/2
X1:O XZ:O X1:O XZ:O X1:O Xz:o
X2:3 X1:5 X2=5 X1:2 X2:5/2 X1:1
P(0,0)=>0<«15 | P(0,0)=>0<10
Verdad Verdad
Ha
(_\ X1=20/19 15 5
Aot i > =48/10
_ hdxima Xz = ‘ . 10 2] 3p.80 .20
Z = ‘713 | 6-25 -9
wi=p 5] 2
[ M= imo ><zz*i g 3 15
. - ° 1 3075 45
\ 'gxi T3 s 6-25  -10
Ix i+ BXL 416 5 5
BAZwa+ Xaz Bf2

Bay+ 25510

= 20/19

= 45/10

Observe que la solucién optima recae sobre un lado del drea de soluciones factible, o sea
que todos los puntos que pertenecen a la recta 5X; + 2X; = 10 entre los puntos (2,0) y
(20/19, 45/19), maximizan la funcién objetivo, esto es, existen multiples soluciones, dos de
ellas son: Xi* =2, X,*=0,Z*=5 6 X{* = 20/19, X.* = 45/19, y por supuesto Z* = 5 .

Una forma mds técnica de expresar la solucién es: La solucién son todas las parejas de
puntos que pertenecen a la recta 5X; + 2X, = 10, en el intervalo 20/19 < X; <2 o enel
intervalo O < X5 < 45/19 ; Cualquiera de estos dos puntos hace que Z valga 5

Z* 20194519 = B/2X1 + Xz = 5/2(20/19) + (45/19) = 5

Z*20=5/2Xy + X2 =5/2(2) + (0)

=5

3. Problema de soluciones indeterminadas

Minimice Z=- X1+ X;

C.SR. X4 > X
- O,5X1 + Xz < 1
Xj>0:j=1,2

1° Restriccion | 2° Restriccion | Funcién Objetivo
X1-X220 -1/2X1+X2§1 Z=-X1+X>
Xi-Xz =0 -1/2X1+ X, = 1 -X1+Xz2=3
X]ZO X2:5 X1:O X2:O X1:O X2=O
X2:O X1:5 X2:1 X1=-2 X2=3 X1:-3
P(30)=>3>0 P(0,0)=>0<«1

Verdad Verdad
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Fijese que para tabular la ecuacion de la primera restriccion, cuyo término independiente es
igual a cero, es una ecuacién que pasa por el origen de coordenadas P(0,0) y por lo tanto
corta el eje de la abcisa y la ordenada en el mismo punto P(0,0), esto hace necesario
tabular un segundo punto, que para el presente caso se uso X; = 5 y se despejé X
obteniendo el valor de 5, con lo que obtenemos un segundo punto P(5,5), que delimita la linea
recta.

3 -Xi+ X2 =3 -Xi+X2=5

X1:O XZ:O X1=0 X1:O
XZ:3 X1:-3 X2:5 X2:-5

———% Minimiza
e Disminuye
» 4
Z=h Z=3
« Fijese que al desplazar la funcidn objetivo hacia la
2

1 derecha, siempre encontrard un punto mds a la
Lr-farXesd Sa-dsil derecha del drea de soluciones factible que la
_ix,+x.c1 minimice. Entre mds a la derecha se encuentre un
> punto (Xi, Xz) que pertenezca al drea de soluciones
factibles, mds pequefio serd el valor de la funcién
objetivo, pero siempre habrd una alternativa de
encontrar un punto (Xi, X2) mds a la derecha, por ser
una drea abierta. Se dice entonces que el problema
tiene solucion indeterminada.

Solusiones
Factiblez ====2

N

Si se estd modelando sobre un problema real y ocurre éste caso, falta considerar una
restriccion, que justamente cierre el drea de soluciones factibles por el lado derecho. Se
ha dejado de considerar la restriccion de algin recurso, ya que los valores de las variables
en la realidad no pueden crecer de manera ilimitada, irrestrictamente.

4. Problema sin solucion

Este caso se presenta cuando entre las restricciones existen al menos dos de ellas que
sean excluyentes, tal como: X; <2 y Xi>4 . Aqui nunca podremos encontrar un nimero que
al mismo tiempo sea menor 6 igual a 2 y mayor 6 igual a 4, las dos restricciones son
excluyentes y por lo tanto no existe drea de soluciones factible, grdficamente se observa
de la siguiente manera:
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Si esto ocurre al formular sobre un caso de la vida real, revise la
Iégica de las restricciones involucradas, en especial el sentido de
las desigualdades. Generalmente un par de variables de la vida
real no tienen este comportamiento.

::(iz
Hatd Ward
— —
4 .

5. Problema de programacion lineal

Para el siguiente problema de programacién lineal:

* 1

= 3X; - 5X;

con las siguientes

restricciones: 5X; - 4X;>-20; X1<8 ; X< 10; X223 ;5X;+4X,>20 y Xj>0 ;j=1.2

a) En un plano cartesiano grafique las restricciones y la funcion objetivo, sefialando
claramente el drea de soluciones factible.

b) Calcule las coordenadas de los vértices del drea de soluciones factibles.

c) Calcule el valor de la funcién objetivo Z en cada vértice del drea de soluciones factibles.

d) Cudl es el valor de X; y X que maximiza, y el que minimiza la funcién objetivo Z.

1° Restriccion

5X; - 4Xz>-20
5X1"4X2:—20
X1=O Xz = 0
X2:5 X1=-4

P(0,0)=>0>-20
Verdad

Funcion Objetivo

Z=3X1- 5X;
3X1"5X2:15
Xi=0 X2=0
X2=-3 Xi1=5

2° Restriccion
X1 < 8

X1 =8
P(0,0)=>0<«8
Verdad
Perpendicular al
eje Xi

3° Restriccion
Xz < 10

Xz = 10
P(0,0)=>0<10
Verdad
Perpendicular al
eje Xz

4° Restriccion
Xz > 3

Xz =3
P(00)=>0>3
Falso
Perpendicular al
eje Xz

5° Restriccion
5X1 + 4XZ > 20

5X1+4X2=20
X1=O X2=0
X2:5 X1:4

P(0,0)=>0>20
Falso
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Minimo _
X2 Z*=-30
B >
¥at10 10f x3=10 P(8.10)
I — [FA.ID) L
Oxa+4xz 220 Area de Masimo
| Solucione= Zr=3
PO, 5 ! Factible= xz =5
\ M :%
T a3 & |
/ P(BNQ F‘(B,Sj/
[ a A
| »
Axi1- -3

4><z > .20 o
/— %1t

Z=3%1-5%2=15

Para encontrar las coordenadas de algunas esquinas del drea de soluciones factibles, que no
se observan a simple vista en la grdfica, se hace necesario resolver los siguientes sistemas

de ecuaciones:

5X1 + 4X2 = 20 5)(1 - 4X2 = -20
X2=3 X, = 10
5X;+4(3)=20 - 4(10) = -20
X1 =8/5 Xi= 4
P(8/5,3) P(4,2)

El valor de la funcidn objetivo en cada uno de los vértices es:

Z = 3% - 5X»
Zass. 3= 3(8/5) - 5(3) = 25/4 - 60/4 = -35/4
Zss =3(8)-5(3) =24-15= 9
Zs 10 = 3(8)-5(10) = 24 - 50 = -26
Z410 = 3(4)-5(10) = 12 - 50 = -38
Zos =3(0)-5() = 0-25=-5

Mdximo: X;" = 8 ;

Minimo:

X2 =3 ;

X('=4:X,=10;: Z =

Z =9

-38

Fijese que la funcién objetivo del presente ejercicio, tiene pendiente positiva (estd
inclinada hacia la derecha), y que al desplazarse paralelamente hacia la derecha el valor de
Z aumenta y hacia la izquierda el valor de Z disminuye. Al remplazar los valores de las
variables (tanto del mdximo como del minimo) en las restricciones, estas deben cumplirse.
Adicionalmente observe que el punto que hace que Z sea minimo, es la interseccién de las

rectas 5X; -

4X,=-20 y X;= 10, a estas restricciones se les denomina activas 6 de

estricto cumplimiento, el resto de restricciones se les denomina no activas o de no estricto
cumplimiento. Igualmente para el caso de maximizar en el que las restricciones activas o de
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estricto cumplimiento son: X; < 8 y X > 3. Para observar esto remplazamos tanto el punto

mdximo como el minimo en cada una de las restricciones.

Xi =4 ; X; =10 Valor que hace a Z wiimo = -30

5Xi - 4X; > -20
5(4)-4(10) > -20
20-40 »>-20
-20>-20
Verdad
Activa
De estricto
cumplimiento

5X; - 4Xz > -20
5(8)-4(3) > -20
40-12 »>-20
28 > -20
Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

X1*§8
4<8

Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

X1*=8

Verdad
Activa
De estricto
cumplimiento

6. Un caso de produccion

La corporacion XYZ fabrica dos modelos de producto Z-1200 y Z-1500

Xz*ﬁ 10
10 < 10

Verdad
Activa
De estricto
cumplimiento

Xz*ﬁ 10
3 <10

Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

X2*23
10 >3

Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

X2*33
3 >3

Verdad
Activa
De estricto
cumplimiento

BXi +4X; > 20
5(4)+4(10) > 20
20+40 > 20
60> 20
Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

X; =3 Valor que hace a Z moximo = 9

BX; +4X; > 20
5(8)+4(3) > 20
40+12 > 20
52 > 20
Verdad
Inactiva
De no estricto
cumplimiento

Los

requerimientos de produccién y las disponibilidades estdan mostradas a continuacién.

Departamento Requisitos de mano de obra Capacidad
Modelo Z-1.200 | Modelo Z-1.500 | Horas / dia

1 20 0 2.300

2 0 30 1.540

3 25 23 2.440

4 11 11 1.300

Los beneficios unitarios logrados a la venta de los modelos Z-1.200 y Z-1.500 son de $50 y
$40 , respectivamente. Encuentre el nimero éptimo de cada producto que va a producir.

Si la corporacion XYZ esta produciendo actualmente 30 unidades del modelo Z-1.200 y 20
unidades del modelo Z-1.500, ¢Cudnto estd dejando de ganar?
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Solucion
Xj = Unidades a producir y vender del producto j-ésimo (j = 1 = Modelo Z-1.200, j=2 =

Modelo

Z-1.500).

Maximice Z = 50X; + 40X,

C.SR.

20X

30Xz

25X, + 23Xz
11X; + 11Xz

2.300
1.540
2.440
1.300

IA IA 1A |IA

Xj>0:j=1,2

1° Restriccion

2° Restriccion

20X; < 2.300 30X, < 1.540
20X; = 2.300 30X, = 1540
X1 =115 Xz = 51,3

P(0,0)=>0 < 2.300

Ve

Funcién

P(0,0)=50 < 1.540

rdad Verdad

Objetivo

Z = 50X; + 40X;
50X;+40X,=4.000

X1=O

X2:O

XZ = 100 X1 = 80

Ka
L.

(—\

10

o\

F 115+ 1124: 21,300

30221540

2031 £2,300

3° Restriccion
25X1+23X; < 2.440
25X1+23X; = 2.440
X1 =0 Xz =0
X.=106,08 |X;=97,6
P(0,0)=>0<2.440
Verdad

4° Restriccion
11X; + 11X, < 1.300
11X; + 11X, = 1.300
X1 =0 Xz =0
X, =118,18 | X; = 118,18
P(0,0)=>0<1.300
Verdad

Fijese en la grdfica que la cuarta
restriccion: 11X; + 11Xz <

1.300 es

redundante, si la retiramos de la grdfica,
el drea de soluciones factible sigue
siendo la misma y el éptimo también.

Area de
| Soluciones
Factible=

7=50%s+ 40Xz = 4.000 N

{_
25, * 235 L 2440

Interpretacion:

Si actualmente X; = 30 y X; = 20
entonces Z = 50(30) + 40(20) = 2.300 ,
luego se estdn dejando de ganar:

$4.880 - $2.300 = $2.580
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Para obtener el beneficio total mdximo de $4.880, se deben producir y vender 97,6
unidades del modelo Z-1.200 y no producir el modelo Z-1.500. El modelo Z-1.200 contribuye
al beneficio total con: 50(97,6) = $4.880, y el modelo Z-1.500 contribuye al beneficio total
con: 40(0) = $0 . Un andlisis sobre las restricciones, empleando la solucién éptima nos
permite conocer la siguiente informacion:
20X; < 2.300 El departamento 1 trabajard 1.952 horas / dia de las 2.300 horas
20(97,6) < 2.300 disponibles. Luego tendrd (2.300 - 1.952) 348 horas por dia en que
1.952 < 2.300 no produce ninguno de los dos modelos.

30X, < 1.540 En el departamento 2, todas las horas disponibles ho serdn usadas.
30(0) ¢ 1.540 No se producirdn unidades de hinguno de los dos modelos.
0<¢ 1540

25X1#+23X, < 2.440 Todas la horas disponibles en el departamento 3, serdn utilizadas,
25(97,6)+23(0) 2.440 produciendo el modelo Z-1.200
2.440 < 2.440

11X; + 11X; < 1.300 En el departamento 4 se trabajardn 1.073,6 horas / dia de las
11(97 ,6)+ 11(0) < 1.300 1.300 disponibles, se tendrdn 226,4 horas / dia ociosas.
1.073,6 < 1.300

7. Un caso de produccion

Una compaiiia automotriz produce automdviles y camiones. Cada vehiculo tiene que pasar por
un taller de pintura y por un taller de montaje de la carroceria. Si el taller de pintura
pintara solamente camiones, se podrian pintar 40 camiones al dia, y si pintara solamente
automdviles, se podrian pintar 60 automdviles. Si el taller de carrocerias ensamblara
solamente camiones, podria ensamblar 50 camiones al dia y si ensamblara solamente
automdviles, podria ensamblar 50 automdviles al dia. Cada camién aporta $300 a la utilidad
y cada automévil, $200

Solucién

Fijese que aqui nos han dado las coordenadas por donde cada restriccion corta los ejes
cartesianos abcisa y ordenada, por lo tanto debemos conseguir las ecuaciones de cada
restriccion, conociendo dos puntos que pertenecen a la recta.

Xj = Unidades a producir del j-ésimo tipo de vehiculo (j = 1 = Automdviles, j = 2 = Camiones)
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Taller de pintura

2 Camiones

L

SiX1=0=>X,=40 Y=mX+b=-2/3X+40 ~f Py (0.40)
SiX>,=0=>X;=60 3Y=-2X+120 =>2X+3Y=120
m=VYo-Yi/ Xo-X; 2X+3X, =120 => Zra+3xeilzl
m=-40/60=-2/3 2X;+3X, < 120

Pa (60,07

¥ 20y
Automowiles
Taller de ensamble de la carroceria
Fa Camiones
N -0 = - Py (0,50
SIX202 X250y X +b=-X+50 n
SiX>,=0=>X;=50
X+Y=560-=
m=VY.-Yi/ Xz2-X% X; + X, < 50 W1+ ¥at A0
m=-40/50=-1 P
P2 (50.0) -~
Automowiles

Maximice Z = 200X1 + 300)(2

C.SR. 2X1+ 3 Xz

1A

120 | Restriccidn debida a las horas disponibles en el taller
de pintura.

Xi+ Xz < B0|Restriccion debida a las horas disponibles en el taller
de ensamble de la carroceria.
Xj20:j:=12
1° Restriccion | 2° Restriccion Funcién Objetivo

2X1 + 3X2 < 120 X1 + Xz < 50 Z= 200X1 + 300X2
2X1+ 3Xz =120 X1+ Xz =50 200X; + 300X; = 6000
X1:O XZ:5 X1:O Xz:o X1=0 XZ:O
X2:4O X1:60 X2:50 X1:50 X2:20 X1:3O
P(0,0)=> 0 <120 | P(0,0)=>0 <50
Verdad Verdad
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*a
o Xi=0 120 3
fhéimo >33 =40 20 1] 120-180 -30
o+ Xz £ 50e | Z =12.000 ¥, = e aieb EEEL
Multiples soluciones 12 11
< -
243 L1120 N x:_m > 120
Md=imo 35 = 20 | By
) 7= 12.000 _ Adon-120 220
Xa = = =220 - 20
e | 2-13 -1
1 1
= . >y
TR e e

L= 200 4+ 3002 =6,000

Z = 200X; +300X; = 200(30) + 300(20) = 6.000 + 6.000 = 12.000 ¢
Z = 200X; + 300X, =200 (0) +300(40)= 0O + 12.000 =12.000

Interpretacion:

El problema tiene multiples soluciones, dos de ellas son las mostradas sobre la grdfica,
analizando la solucién X;” = 30 ; X, = 20 sobre las restricciones, el departamento de
pintura y el departamento de ensamble de la carroceria utilizardn todo el tiempo disponible.

2X1+3X; < 120 | Todas la horas disponibles en el departamento de pintura, serdn
2(30)+3(20)¢ 120 | utilizadas asi: 60 horas pintando automdviles y 60 horas pintando

60 + 60 <120 |camiones.
120 < 120

X1+ Xz < 50| Todas la horas disponibles en el departamento de ensamble de
30 + 20 < 50 |carroceria, serdn utilizadas asi: 30 horas ensamblando carrocerias
50 < 50 | en automoviles y 20 horas ensamblando carrocerias en camiones.

8. Regla de equivalencia y constante en la funcion objetivo

Una planta ensambladora de radios produce dos modelos, HiFi-1y HiFi-2, en la misma linea
de ensamble. La linea de ensamble consta de tres estaciones. Los tiempos de ensamble en
las estaciones son:
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Estacion de | Minutos por unidad de producto producido
trabajo Radios HiFi-1 Radios HiFi-2
1 6 4
2 5
3 4 6

Cada estacion de trabajo tiene una disponibilidad mdxima de 480 minutos por dia. Sin
embargo, las estaciones de trabajo requieren mantenimiento diario, que constituye el 10%,
14% y 12% de los 480 minutos totales de que se dispone diariamente para las estaciones 1,
2 y 3 respectivamente. La compafiia desea determinar las unidades diarias que se
ensamblardn de HiFi-1y HiFi-2 a fin de minimizar la suma de tiempos inactivos en las tres
estaciones.

Solucién

Xj = Cantidad de radios a producir del modelo j-ésimo (j = 1 = HiFi-1; j = 2 = HiFi-2)

Estacion Disponibilidad | Tiempo que se usard Cada Tiempo inactivo de

de Maéxima estacion de trabajo Cada estacion de trabajo
trabajo minutos minutos minutos

1 (1-0,10)480=432,0 6X1 + 4X; 432,0 - 6X1 + 4X;

2 (1-0,14)480=412 8 5X; + 5X; 412,8 - 5X; + 5X;

3 (1-0,12)480=422 4 4X1 + 6X2 422 4 - 4X1 + 6X;

Z=4320-6X;+4X;+412,8 - 5X; + 5X; + 422 ,4 - 4X; + 6X;

Z = -15X; - 15X, +1.267,2 |Para facilitar la solucién del problema, hacemos los siguientes

cambios:

Z = -15X; - 15X, Como el término independiente 1267,2 es constante, lo
podemos obviar y al final lo sumamos a la solucién optima

Max Z = 15X; + 15X, Podemos multiplicar la funcién objetivo por (-1) y maximizar, al

final volvemos a multiplicar a Z por (-1), esto se llama la regla
de equivalencia: Min (-Z) = Max(+Z) 6 Min (Z) = Max(-Z)

Z = 15X; + 15X,

C.SR. 6X;+4X, < 432,0|Restricciones debidas a la disponibilidad de tiempo en
5X;+5X; ¢ 412,8|cada una de las estaciones de trabajo 1, 2 y 3
4X1+ 6X; < 422,4 | respectivamente.

Xj>0:j=12
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1° Restriccion

2° Restriccion

3° Restriccion

Funcion Objetivo

6X1+4X; < 432 5X;+ bX; < 412,8 4X;1+ 6X; < 4224 Z = 15X; + 15X
6X1+4X, = 432 BX;+ BX, = 412,8 4X,+ 6X,= 4224 15X+15X, = 600
X1:O XZ:O X1:O Xz:o X1=0 X2:O X1:O XZ:O
X>=108| X;=72 X,=8256 | X;1=8256 | X,=704| X;=105,6 | Xo=40| X;=40
P(0,0) => 0 < 432 P(0,0)=>0< 412,8 P(0,0)=> 0« 14
Verdad Verdad Verdad
ﬁe Maxima
1= 36,48
. p —>  Xa=d44,08
£y 4><2_432<—\ o 1 2%84
Byt 5><2{£412,B hésima
4% 1 +6X2 2422 4 ] X1 = 50,88
Xz= 31,68
N 7*=1.2384
\ = A
z:15><1+15><2=.5m\m\ RONSN
5X1 + 5X2 = 412,8 5X1 + 5X2 = 412,8
6X1 + 4XZ = 432 4X1 + 6X2 = 422,4
31322'5 45 4128 5
%, = _1651,2- 2160 9088 _ gy gq| 14929 6| p47e5-2112 3648 3449
E o5 20 - 30 -10 : = m— T T .
6 4 4 &
5 4128 5 412,8
& 432 _ g4 4224
- _2160-24768_-3168 _ 3168 | x, < _2112-1651,2 _ 4608 _ 4, o
5 5 20 - 30 -10 5 5| 30-20 10
& 4 4 &

77 15% T +153 = 15(50,88) + 15(31,68) = 1.238 4

7 - 1.2384

7T o165 % T +15: = 15(36,48) + 15(46,08) = 1.238 4

7= 1.238.4

Tiempo inactivo minimo bajo las dos soluciones consideradas
Zsoss: 3168 = -15X; - 15X, +1.267,2 = -15(50,88) - 15(31,68) + 1.267,2 = 28,8 minutos
Zsoas: 4608 = -15X; - 16X, + 1.267,2 = -15(36,48) - 15(46,08) + 1.267,2 = 28,8 minutos

Bajo cada unha de las dos soluciones ofrecidas, de las miltiples, podemos saber en las
restricciones el tiempo inactivo de cada estacion de trabajo.
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Bajo la solucién X;” = 50,88

Estacion de trabajo 1
6X; +4X, < 432
6(50,88) + 4(31,68) <« 432
432 < 432
No estard inactiva

Bajo la solucion X; = 36,48

Estacion de trabajo 1
6X; +4X, < 432
6(36,48) + 4(46,08) < 432
403,2< 432
Tiempo inactiva: 28,8 minutos

Estacion de trabajo 2
BXi + BX, < 412,8
5(50,88) + 5(31,68) ¢« 412,8
412.8< 4128
No estard inactiva

Estacion de trabajo 2
BXi + BX, < 412,8
5(36,48) + 5(46,08) < 4128
412.8< 4128
No estard inactiva

X2* =

X, = 31,68

Estacion de trabajo 3
4X; + 6X, < 4224
4(50,88) + 6(31,68) « 4224
393,6< 4224
Tiempo inactiva: 28,8 minutos

46,08

Estacion de trabajo 3
4X; + 6X, < 4224
4(36,48) + 6(46,08) < 4224
422.4< 4224
No estard inactiva

La estacién de trabajo 2, nunca tendrd tiempo inactivo, siempre estard trabajando todo su
tiempo disponible, 412,8 minutos.

9. Un caso especial del método grafico

Hallar el mdximo y el minimo, mediante el método grdfico, al siguiente problema de

programacion lineal.

Z= 3X1 + Xz
C.SR. Xi < 3
Xz < 3
X1+ X2 > 4
3X1 + 2X2 = 12
Xj>0:j=12
Solucidn:
1° Restriccién | 2° Restriccion | 3° Restriccion | 4° Restriccion | Funcion Objetivo
X1§3 X2§3 X1+X224 3X;+2X; = 12 Z=3X1+X;
X1=3 X2= X1+X2=4 3X1+X2=3
X1=0 X2=O X1:O X2=O X1=O XZZO
X2:4 X1:4 X2:6 X1:4 X2=3 X1:1
P(0,0)=>0<3 P(00)=>0¢<3 P(00)=>0>4
Verdad Verdad Falso
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3K+ 2Xa =12 X1£3

Minima
Wi=3
i Ki=Z
Z*¥=9  w =3

‘l’ \ Maximo ‘l‘
_ . Hi=3

w¥ =32
Z*=105
-
Z=3X+xa = 31'\ = M){ﬁxzzc}
Minimo Maximo
X, = 3 X{ = 3
3X1 + ZXZ = 12 3X1 + ZXZ = 12
3X; +2(3) = 12 33)+2X, = 12
X1* =2 XZ* = 3/2
Z 23=3X] +X; =3(2)+3=9 Z 332=3X{ +Xz =3(3)+3/2=21/2=105

Fijese que aqui, el drea de soluciones factible es un segmento de la recta 3X; + 2X, = 12
Y sus extremos el minimo y mdximo respectivamente.

Nota: Puede darse el caso en que el drea de soluciones factible, se reduzca a un punto, en
cuyo caso el mdximo = minimo.

Ejercicios propuestos

1. Identifique el drea de soluciones factible para cada una de las siguientes inecuaciones
lineales, de forma independiente. Suponga que todas las variables son positivas.

C() "3X1+X2ﬁ7 b) X1"2X225 C) 2X1"3X2ﬁ8
d) X1—X2§O e) ‘X1+X220 f) X1£4

2. Identifique la direccion del crecimiento o decrecimiento de Z en cada uno de los
siguientes casos:

a) Maximizar Z = X; - X; b) Minimizar Z = -3X; + X;

¢) Minimizar Z = - X; - 2X; d) Maximizar Z = - 5X; - 6X;
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3. Determine el drea de soluciones factibles para el siguiente sistemas de inecuaciones

lineales:

X1+ X< 4 ¢ Qué restricciones son redundantes ?
4X;+3X2<12
X+ X 1 Reduzca el sistema al menor nimero de restricciones
Xi+ X< 6 que definirdn el mismo espacio de soluciones
X1, Xz > 0

4. Escriba las restricciones asociadas con el espacio de soluciones que se presenta en la

grdfica e identifique todas las restricciones redundantes.

Ha
h

-
w
]

a1

5. Considere el siguiente problema:

Maximizar Z = 6X; - 2X; Demuestre en forma grdfica que en la solucién
optima, las variables X; y X, pueden aumentarse en

C.SR. Xi-Xz < 1 |forma indefinida en tanto que el valor de la funcién
3X1-X2 < 6 |objetivo Z se mantiene constante.

Xj>0:j=1,2

6. Resuelva grdficamente el siguiente problema:
Maximizar Z = 5X; + 6X;

C.SR. X1 -2Xz
-2X1 + 3X2

Iv 1v
nN

X1, Xz irrestricta en signho
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7. Considere el siguiente problema:

Maximizar Z = 3X; + 2X; Demuestre grdficamente que el problema no tiene
puntos extremos factibles. (Qué se puede concluir
C.SR. 2X1+ X, ¢ 2 en relacién con la solucion al problema?
3X;+4X2 > 12
Xj20:j=12
8. Resolver grdficamente:
Maximizar Z = 5X; + 2X;
C.SR. X1+ Xz < 10
Xy = 5
Xj20:j=12

9. Considere el espacio de soluciones del punto 4; Determine la solucidn optima, suponiendo
que la funcién objetivo es la siguiente:

a) Minimizar Z = 2X;+ 6X, b) Maximizar Z = -3X; +4X, ¢) Minimizar Z = 3X; + 4X;
d) Minimizar Z = X; - 2X; e) Minimizar Z = X; f) Maximizar Z = X;

10. Considere el siguiente problema de programacién lineal:

Maximizar Z = 3X; + 4X; a) Use el método grdfico para encontrar la solucion
éptima (X1, X2) y el valor de la funcién objetivo Z~
CSR. -2X;+4X; <« 16
2X1+4X2 < 24 | b) b) Encuentre los valores de holgura o excedente de
-6X1-3X, > -48 cada restriccién.
Xj>0:j=1,2
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11. Considere el siguiente problema de programacién lineal:

Minimice Z = 5X; + 2X;

CSR. 3X;+6X2 >
5X; + 4X2 >
8Xi+2X; >
7X1 + 6X; <

Xj»0;j=1,2

18
20
16
42

a)

b)
c)

d)

Use el método grdfico para encontrar la solucion
éptimay Z°

¢Cudles restricciones son activas?

¢Cudles son los valores de holgura o excedente de
cada restriccién?

¢Cudntos puntos extremos tiene la region factible?
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