OBJETIVO 4

CINEMATICA DE DOS DIMENSIONES

Cinemética bi y tridimensional

En el objetivo 3 se encontré que el movimiento de una particula que se mueve a lo
largo de una linea recta se conoce por completo si sus coordenadas se conocen
como una funcion del tiempo. Ahora se extendera esta idea al movimiento en el
plano xy. Se describira primero la posicion de una particula con un vector de
posicion r, trazado desde el origen de algun sistema de coordenadas hasta la
particula localizada en el plano xy, como se muestra la figura 1. En el tiempo t;la
particula se encuentra en el punto [4], y en algin instante posterior t; la particula
esta en el punto [B]. La trayectoria de a no es necesariamente una linea

recta. Cuando la particula se mueve de [4] a [B] en el intervalo de tiempo At = t; —
ti, el vector de posicién cambia de r; a ry.
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Desplazamiento (A7)
Es la diferencia entre su vector de posicion final y su vector de posicion inicial.
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AF = (xp —x)i+ (¥2 — ¥
Velocidad media(Vopeqia)

Se define velocidad promedio o velocidad media de la particula durante el
intervalo de tiempo At como el desplazamiento de la particula dividido entre el
intervalo de tiempo

— Ar ?2 - _121
media — At - t, — £,

Velocidad instantanea (v)

Se define como el limite de la velocidad promedio, Ar/ At, cuando At tiende a cero

- 1 - 1 AT - dF
= = e = —
VT b Tmed = gBb A, TV T dr
Para 2 dimensiones
¥ =xi+yj
, d i)
v=—(x1
dt( yj
L dx  dy
V=—Ii+—
dt dt

dx dy
Vy = —— vy, = ——
Yoodt Yoo dt
Magnitud de U
v=|v| = /vxz + 1,2



Para 3 dimensiones

r=xi+yj+zk

Magnitud de U

v=|y| = \/vxz + 1,2 +v,2

Aceleracion media (@peq)

La aceleraciéon promedio de una particula cundo se mueve de una posicién a otra
se define como el cambio del vector de velocidad instantanea, Av, divido entre el
tiempo At durante el cual ocurrié dicho cambio

_ AT}) vz - 171
Apeg = — = ——
med T At T t, —t,

Aceleracion instantanea (d)

Se define como el valor limite de la relacion Av/At cuando At tiende a cero



G=—
dt
Pero
L, dr ., d®r
vV=—->odad=—=
dt dt?
Para 2 dimensiones
r=xi+yj, V=0, +v)j
dv dv
d=—i+—=
dt dt
L, d*x  d?%y
a=—-Ii+—
dt dt
a=a,i+a,j
- -
X dt Yoo dt
d?x d?y
a, = — a, = —
*dt Yoo dt
. 5> d?%r
Solucion de: a=—
dt
CASO 1: (d, = 0)
Velocidad constante
L dF
vV=—
dt
dr = vdt



CASO 2: (d = constante)

-

Uy — Uy = a(t; —ty)

- - - 1 -
r, =1 =v,(t; —t;) + Ea(tz - tl)z

vy? — v ? =24 — 1)

LANZAMIENTO DE PROYECTILES

La pelota de beisbol en movimiento se mueve en una trayectoria curva y su
movimiento es simple de analizar si se hacen estas dos suposiciones: 1) la
aceleracion de caida libre g es constante en todo el intervalo de movimiento y esta
dirigida hacia abajo, 2) el efecto de la resistencia del aire es despreciable. Con
estas suposiciones encontramos que el camino de un proyectil, al que se llamara
trayectoria, siempre es una parabola. Como se muestra en la figura 2

Fig. 2 La trayectoria parabdlica de un proyectil



En la figura 2 se muestra la trayectoria parabodlica de un proyectil que deja su
origen con una velocidad v;. El vector velocidad v cambia con el tiempo tanto en
magnitud como en direccién. Este cambio es el resultado de la aceleracion en la
direccion y negativa. La componente x de la velocidad permanece constante en el
tiempo debido a que no existe aceleracion a lo largo de la direccion horizontal. La
componente y de la velocidad es cero en la parte mas alta de la trayectoria,

Para mostrar que la trayectoria de un proyectil es una parabola elija un marco de
referencia tal que la direccion y sea vertical y positiva hacia arriba. Dado que la
resistencia del aire es despreciable, se sabe que

ti=0s ri =0m ay =-gj (condiciones iniciales)
Velocidad inicial (v;)
Ui = Vipld + 0§
Viy = V; COS O

v;sen 0

viy

Velocidad para cualquier instante

v, = v, — gt

Desplazamiento para cualquier tiempo (¥)

F—fi:ﬁi(t—%+§&(t—}l/)2

L1,
vit—zgtj

>
r

N . 1.
T = Vitl + vyt —Egt ]



- . 1 .
7= VU ti + (vt — Egtz)]

X = vixt

1 2
y=vyt - gt

Tiempo maximo (tmax)
Cuando el proyectil alcanza su altura méxima
Vy=0

V,=v;,—gt=0

Uiy
>t = tm,x = —
g
¢ v;senf
max g

Tiempo de vuelo (ty)

Cuando el proyectil esta en el sueloy =0

1 2
y=viyt—5gt =0

1
t= (viy _Egt)

Parat=0s

_ 2v;senb
9

Lt



Altura maxima (Ymax

Suponga que un proyectil se lanza desde el origen en t; = 0 con una componente
Vyi positiva, como se muestra la figura 3.

Fig. 3 Un proyectil disparado desde
el origen en t; = 0, a una velocidad
inicial v;. La altura maxima de un
proyectii es h, y el alcance
horizontal es R

La distancia R se conoce como alcance horizontal del proyectil, y la distancia h es
su altura maxima.

Y = h = ymax = altura maxima
Sit = tmax €NtONCeS Y = Ymax
1

— 2
y = viytméx - Egtméx

_ ’Uiy 1 Uiyz

Yméax = viy? - 59?
v.
Ymax = %

v;2sen’0
29

Ymax



Alcance maximo ( R, Xmax)
Si X = V.t
Sit=t, Yy X=R=Xnax
R = Xmax = Vixy
R = Xpmax = Vixty
Viy 2V

R = Xppsx = Vin2 g = g

2v;cosOv;senb
g

Usando la identidad sen26 = 2senBcosH, se tiene que

R = Xpax =

v;’sen26

R = Xpsy = g

MOVIMIENTO CIRCULAR (M.C.)

La figura 4 ilustra un objeto rigido plano de forma arbitraria confinado al plano xy,
el cual gira en torno al eje fijo que pasa por 0. El eje es perpendicular al plano de
la figura, y O es el origen de cualquier sistema coordenado xy. Una particula sobre
el objeto P; esta a una distancia fija r del origen y gira alrededor de éste en un
circulo de radio r. Es conveniente representar la posicion de P; con sus
coordenadas polares (r, 61) donde r es la distancia desde el origen a P, y 6; se
mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde alguna direccién
preferida se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde alguna
direccion preferida, en este caso el eje positivo x. En esta representacién cambia
en el tiempo el angulo 04, la velocidad angular w1, la velocidad lineal v;. Conforme
la particula se mueve a lo largo del circulo desde el eje x positivo (8 = 0) desde P,
hasta P,, se mueve a través de una longitud de arcos s, la cual se relaciona con la
posicion angular 8; por medio de la relaciéon

S=r06 entonces 0 = S/r



r = radio del circulo

0 = Desplazamiento
angular

w = velocidad angular

v = velocidad tangencial

s = longitud de arco

Fig. 4 Una particula sobre un objeto rigido en rotacién se

mueve de P, a P, a lo largo del arco de un circulo. En el
intervalo de tiempo At = t, — t; , el vector radio barre un
angulo A8 =06, — 0,

Desplazamiento angular

Conforme la particula sobre el objeto rigido viaja de P; a P, en un tiempo At, como
se muestra en la figura, el radio vector barre un angulo A6 = 8, — 6,. Esta cantidad
AB se define como desplazamiento angular de la particula.

AB = 92 - 91
Velocidad angular promedio o media (@ )

Se define como la relacion entre desplazamiento angular y el intervalo de tiempo
At



B A0 6,—0,
Wmedia = E = tZ — t1

Velocidad angular instantanea (w)

Se define como el limite de la razon A6/ At cuando At tiende a cero

I I A0 do
w = lim w = lim-—>w=—
At—0 €4 T ArSo At dt
Relaciéon entre vy w

¢ s

6= - s=r8
T
—ds—d(g)—dr9+ do
“dar ac T A T ae
_df
v T'dt

v =rw (Velocidad lineal)

Si Wyedia = W = constante entonces el movimiento es circular uniforme

Dimensiones y unidades de 0 y w

Como 6 es la relacién entre una longitud de un arco y el radio del circulo, se trata
de un numero puro. Sin embargo, por lo comun se le da a 6 la unidad artificial
radian (rad), donde

Un radian es el angulo subtendido por una longitud de arco igual al radio del
arco.




Puesto que la circunferencia de un circulo es 21r, que 360° corresponden a un
angulo de 21r/r rad = 21 rad (una revolucion). Por tanto, un rad = 360°/21 = 57,3°.
Para convertir un angulo en grados a un angulo en radianes se usa el hecho de
que 21 radianes = 360°

I

O(rad) = 180°

6(grados)

Por ejemplo, 60° es igual a /3 rad, y 45° es igual a 11/4 rad

[6] = E—] = Ezzg} = adimensional
_[6] rad |
[w] = - s (s™)

Aceleracion angular media(a@)

_ Aw wy—wq
a = =
At t,—t4

Aceleracion angular instantanea(a)

y I Aw
a=lim«a = lim —
At—0  Med T A0 At

dw

CZZE

Pero

do d*o

W=—="=" a=——
dt dt?

Si @ = a = constante el movimiento es circular uniformemente acelerando

Unidades




_dw

a=—= 0 - w = constante (ctte) > M.C.U.
do
w=—-d0 = wdt
dt
Integrando
6 t
dé = f wdt
8o to

0_00=a)(t_t0)

9_90=(1)(t_t0)

El (M.C.U.) es periddico

Un periodo

t
T =—
n

Una frecuencia
_ n
f= t
- 1
f

0—6,=uw(-—ty
Sito=0s 6p=0
O=2m,t=T
2 =wT

w=2mf (velocidad para M.C.U.)

Para M.C.U.



CASO 2: (a = constante)

a = constante (ctte) > M.C.U.A.

_d29
* =
dw
a=—=dw = adt
dt

fwwo dw = ftto adt

Ahora tenemos que
do
w=—-d0 = wdt
dt
Integramos vy utilizando integrar por parte se tiene que
6 t
feo do = fto wdt
0 t t u = (t-to)
do =J wdt +f a(t —ty)dt
0o to to du =dt

1
— = — oy - 2
6 — 6o = w(t = to) + 5 a(t = to) M.C.U.A.

Por altimo, es posible obtener una expresién para la velocidad final que no
contenga un intervalo de tiempo partiendo de la siguiente ecuacion

=49 o = aat
a—dt— w=a



Multiplicamos w en ambos miembros de la igualdad
wdw = awdt

wdw = awdt

do
wdw = a—dt
dt

dae
wdw = a—d

dt/

w 0
fwo wdw = feo ad6

w* — wo* = 2a(6 — 6) M.C.U.A.

Componente normal (ay) y tangencial (ar) de la aceleracion

Considere el movimiento de una particula a lo largo d una trayectoria curva donde
la velocidad cambia tanto en direccion como en magnitud, como se describe en la
figura 5.

El vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria, pero ahora la direccion
del vector aceleracién a cambia de punto a punto. Este vector puede resolverse en
dos vectores componentes: un vector componente radial, a;, y un vector
componente tangencial, a;. Es decir, a puede escribirse como la suma vectorial de
estos vectores componente:



a=a,+a;

La aceleracién tangencial provoca cambio en la rapidez de la particula. Es
paralela a la velocidad instantanea y su magnitud es

d|v]
Y=

La aceleracion radial surge del cambio en la direccion del vector velocidad,
como se describe con anterioridad, y tiene una magnitud absoluta dada por

a. = —
T

Donde r es el radio de curvatura de la trayectoria en el punto en cuestion. Puesto
que ar y a; son los vectores componentes mutuamente perpendicular de a, se
deduce que

a=+a?+a?

a, siempre apunta hacia el centro de curvatura

a; la direccién de aceleracion tangencial es la misma que Vv (si v estd aumentando)
u opuesta a v (si v esta disminuyendo)

En el movimiento circular uniforme, donde v es constante, a; = 0 y la aceleracién
siempre es radial.

Si la v no cambia, entonces no hay aceleracion radial y el movimiento es rectilineo
(M.R.)



En la figura 6, donde 7 es un vector unitario a lo largo del radio vector dirigido

radialmente hacia afuera desde el centro del circulo, y @ es un vector unitario
tangente al circulo.

El signo negativo en el término v/r indica que la aceleracién radial siempre esta
dirigida radialmente hacia dentro, opuesta a



Ejemplo

Problemas propuestos de la guia de la profesora Lucia Moncada del objetivo 4

2.- La posicion de un cuerpo en un determinado Sistema de Referencia viene dada
por el vector: 7(t) = t2{ — sin (g t)j (m)

Calcular a) La velocidad media entre t=0 s y t=2 s b)La aceleracién media entre
t=0s y t=2s C)La aceleracion instantanea en t= 6s

a) La velocidad mediat=0syt=2s

T‘f - T‘O
At

‘7 =
75(0s) = (0)i — sin (g (0)>jm =0m

r7(2s) = (2)*1 — sin (2 (2))jm = 4{ — sinmtjm = 4mi

I7_rf—ro_4mi—0m_4mi_2 .
At 2s—0s 25 ™

a) La aceleracion media entre t=0s y t=2s

vf - UO
At

a =

Para obtener la velocidad derivamos la posicién r(t) = t21 — sin (g t)j (m)

con respeto al tiempo.

—dr—Z“ /[ To\.m
v(t)—a— tl——cos(—t) —

2 2 S
v(OS)—Z(O)l——COS( (0))fm——zc050]m=—zjm
s 27 s
VA A m VA m T m
v(25) = 2(2) i-cos(5 (D))= =4i—cosmj— = 4i+j—



A mT.m mwT..m
a:vf—vo:(4‘+71?)—<—71? _
At 2s — 0s 2 52

T2

)_4i+njm_( . n)m
= — =2

b) La aceleracion instantaneaent=6s

Para calcular la aceleracion instantanea se deriva la velocidad

T T m
v(t) =2ti ——cos(=t)j—
® 5005 (3615
con respecto al tiempo

_dv_ZA T2 N
a—a— l+Tsm(Et)]

La aceleracion instantanea ent = 6s

PN (7T6)—2A+7T2 in(3m) = 21—
Qes) = 2L+ —=sin(56) = 20+ —-sin(3m) = 213

5.- Un barco cruza el Orinoco, en Boca Grande, en el Delta (Ancho de 24 Km.) si
mantiene una velocidad de (40 mi/h ,80°) respecto al rio y la velocidad del rio es
de (8 mi/h, 0°. a) ¢A qué velocidad se mueve el barco en m/s? b) Cuéantos
minutos tarda en cruzar y c) ¢ Cudl es la distancia en Km. que recorre?

Datos:

Ve = (Bmil, 0°) = 20 22— = 3,6
h 1mi 3600s s
. [ h
Ve = (40mifh, 09) = =02 22— — 17,9 ~ 18m/s

A =24 Km = 24000m
a)vg="7?
byt="2
c)d="7?



24 Km

El angulo formado dentro del paralelogramos es 360° menos 160° es igual 200°
200° entre dos es igual 100° que es angulo formado entre Vg y Vg

a.- Calcular V

Aplicando el teorema del coseno para calcular V
v? = vp? + vg? — 2vgpVgcosH
v? = (3,6m/s)? + (18m/s)? — 2(3,6 m/s) (18 m/s)cos100°

v? =12,96m?/s? + 324m?/s* + m?/s?

v =4/12,96m?/s2 + 324 m?2/s? + 22,5m?/s2 = /359,46 m? /52
v =189m/s

b.- Calcular t

Para calcular el tiempo primero se calcular la distancia recorrida 6sea la pregunta
c, ¢, Cual es la distancia en Km que recorre?

Aplicando el teorema del seno para calcular 3

v Vg

sin100°  sinf




. . ] UBSiTl].OOO
vsinfl = vgsin100° - sinf = —
18 m/s.sin100° B

= 0,93
18,9m/s

sinfd =

B =sin~10,93 = 69,7° ~ 70° - B = 70°

Entonces para calcular la distancia utilizamos trigopnometria

A=24Km

3 B=70°
. 0.

_ C A
Snf =g =a

= A B 24Km
~ sinf sin70°

- d=25,5Km

Calcular el tiempo
d=v.t

,_d _ 25500m

=——7=1220,1 t=22,5mi
v 189m/s 57 min



9.- La Luna gira alrededor de la tierra, dando una revolucion completa en 27,3
dias. Suponiendo que la orbita sea circular y tenga un radio de 239.000 millas
¢, Cual es la magnitud de la aceleracion de la luna hacia la tierra?

Datos
t = 27,3 dias en una rev.
r =239 000 millas

Se calcula el periodo T

t tiempo
T = —= ~
n  nuamero de vuelta
¢ = 273 dias, 221 36005, 4106
=27, laS'ldia' 1h—,x S
2,4 x 10°s
T=—>T=2,4x10°s

1
El radio

1609m
r = 239000mi. — =3,85x10%m
1mi

La velocidad angular

2m 2nrad 2 6x10-5 rad
=——_— - —_— —
O = T 2 ax106s P T 4% s

La velocidad lineal

rad
v=7rw = (3,85 x 108m). (2,6x10°° T) - v =1001m/s

La aceleracion radial

v?  (1001m/s)? 26 10_3m
_—— = e = —
G = T385x108m T A0 T2




15.- Un tren viaja a lo largo de una curva circular horizontal que tiene un radio de
600 m. Si la rapidez del tren aumenta uniformemente de 40 km/h a 70 km/h en 4 s,
determine la magnitud de la aceleracion en el instante en que la rapidez del tren
es de 60 Km/h.

Datos
r=600m
V,=19,44m/s
_40Km h 1000m_11 11m
V1= T 36005 1Km s
&
_70Km h 1000m_1944m 1 t = 4s
V2 n '3600s  1Km
t=4s
a="?
Km h 1000m m V;=11,11m/s
v =60 aeh0s 1km - 1000

Calcular las velocidades angulares

v;  11,11m/s _,

V1 = W17 — W, =7=W—>w1=1,85x10 rad/s
v, 19,44m/s ,

Vy = Wyl = Wy = — = Te00m - w, = 3,24x10"“rad/s

Aceleracion angular promedio es

wy, —w; 3,24x107%rad/s — 1,85x10 %rad /s ;rad
n = 4s - a= 3, 5x10~ ?

a =

Se calcula la aceleracién tangencial y radial a 60Km/h

rad
a, = ra = (600m) ( 3,5x1073 —) - a, = 2,1m/s?

52



a, = v_z = (16,66m/s)" - a, = 0,46m/s?
" r 600m " ’

Para finalizar se calcular la aceleracion con Pitagoras

a =+ ar? +at? =./(2,1m/s)? + (0,46m/s)? - a = 2,13m/s?

17.- Una pequefia pelota se dispara con una velocidad de (39,2 m/s ; 30°) con
respecto piso. Calcule a) las componentes de la velocidad al cabo de 1, 2, 3y 4
seg. b) las componentes de la posicidbn al cabo de los tiempos anteriores. c)
Compruebe la trayectoria parabdlica graficando altura en funcion del alcance.

Datos

Se calculas las componentes de las velocidades iniciales
VoX = vycosO = 39,2m/s cos30° - vox = 33,9m/s

VoY = VoSinf = 39,2m/ssin30° - vy = 19,6m/s

a) Se calculalas velocidades alost=1, 2, 3, 4s

Parat; = 1s

Uy = Vi = Vox = 33,9m/s

v

8m
y = Vi, — gt =19,6m/s — (9'5_2> (1s) =19,6m/s — 9,8m/s = 9,8m/s



Parat, = 2s

Uy = Vi = Vox = 33,9m/s

. 8m

v, = vy, — gt =19,6m/s — (9, 5_2) (2s) =19,6m/s —19,6m/s = 0m/s

Parat; = 3s

Uy = Vi = Vox = 33,9m/s

. 19,6m 8m 19,6m 29,4m

vy = vy — gt = — (9, S—2> (3s) = - = —9,8m/s
Parat; =4s

Uy = Vi = Vox = 33,9m/s

. 19,6m 8m 19,6m 39,2m

v, = vy — gt = - (9, 5_2) (4s) = PR = —19,6m/s

Recordando que las dos componentes de la velocidad son independientes. Para
t=1, 2, 3, 4s sus componentes horizontales son todas iguales: 33,9m/s. Se
mantiene constante durante todo el trayecto de lanzamiento. Debido a que el
movimiento vertical es en caida libre, las componentes verticales de los vectores
de velocidad cambian, segundo a segundo, de 19,6 a 9,8 en la direccion hacia
arriba es por eso que el resultado dio positivo, y luego es Om/s, esto significa que
a los 2 segundo la pelota llega a su altura maxima, y t = 2seg es su tiempo
maximo. Posteriormente, su velocidad se vuelve -9,8 , -19,6 m/s en la direccion
hacia abajo dado que el resultados de sus componentes nos dio negativo y
aumentando debido a que va en la misma direccién de la gravedad.

b) las componentes de la posicion al cabo de los tiempos anteriores

Parat; = 1s

X = Vit = (33,9m/s )(1s) - x = 33,9m

= t ! t? = 196m 1 ! 98m 15)? = 19,6 4,9 = 14,7
y_viy _Eg _( I?)(s)_i(l S_Z)(S) - ,0m — rm_>y_ , /M



Parat, = 2s

33,9m
X = Ut = <T> (2s) > x=67,8m

1 m 1 m
— b — — 42 — o - o 2 _ —
y = vyt =gt (196 S) (25) -3 (9,852) (25)2 = 39,2m — 19,6m — y = 19, 6m
Parat; = 3s
x =v,t=(339m/s)(3s) > x=101,7m

1 m 1 m
= V; —_— 2 = —_ —_— —_ 2 — — =
y = vt > gt (19,6 S) (3s) > (9,852) (3s) 588m —44,1m -y = 14,7m

Parat, = 4s

33,9m

x=vl-xt=< )(45)—>x=135,6m

= vt 1t2—196m)4 198m)42—784 78,4 =0
y_viy _Eg _( );(S)_E(JS_Z(S)_ ,am — ;m_>y_ m

Recordemos que las componentes de desplazamiento son independientes durante
todo el trayecto. La componente horizontal estd en aumento de segundo a
segundo desde 33,9, 67,9 101,5y 135, 8m. Donde a los 4 segundo 135,6m es su
alcance maximo debido a que la componente vertical (y=0m) a los 4segundo es
Om. De esta manera le toma a la pelota 2 segundos ir hacia arriba y dos segundo
bajar, para un total de vuelo de 4 segundos. Asi pues, su altura maxima a los 2
segundo es 'y = 19,6m.

C) tz =2s
Y (m{ Voy=0
Vox=33,9m/s
t1 =1s
19,6 ——————————————— t3 =3s

Vox=33,9m/s

Voy=9,8m/s
147 0 e—
0 | Vox=33,9m/s | Voy=-9,8m/s
Voy=19,6m/s | | r------
| | |
: : : t4 =4s
| | | B
> } ! : 135.8 VOX—?;9m/s
VOX:33,9h']/s 33.9 67,9 101’85 N

Voy=-19,6m/s



