Dindmica Rotacional

Hasta ahora, hemos realizado todo el analisis del movimiento y sus causas considerando a todo objeto
como una particula en la cual esta concentrada toda su masa. El tratamiento de particulas puntuales
es la forma correcta de describir el movimiento de traslacion de todos los objetos. Por tanto, todo lo
que hemos aprendido sobre las leyes de Newton, se aplica a las particulas puntuales y también a todos
los demas tipos de objetos. Sin embargo, la aproximacién de particulas puntuales no nos permite
estudiar el movimiento de rotacion de un objeto. Ahora aprenderemos a usar las leyes de Newton para
describir y analizar el movimiento de rotacion. Para hacerlo, tenemos que tratar los objetos de manera
mas realista, teniendo en cuenta su tamafio y forma.

Cuando estudiamos el movimiento de traslacién de un cuerpo, el primer paso fue introducir los
conceptos de posicion, velocidad y aceleracion. Debido a que el movimiento de traslacion
generalmente implica movimiento a lo largo de una trayectoria recta o lineal en el espacio,
comunmente se lo conoce como movimiento lineal. Por lo tanto, a la velocidad de traslacion y a la
aceleracion a menudo se les denomina velocidad lineal y aceleracion lineal respectivamente. Para
estudiar el movimiento de rotacion, necesitamos definir las cantidades de rotacion analogas: posicion
angular, velocidad angular y aceleracion angular.

Primero trataremos la rotacion de un objeto extendido alrededor de un eje fijo. Esto se conoce
comunmente como movimiento de rotacién pura. Consideraremos para nuestro analisis que el objeto
es rigido y describiremos el movimiento de rotacidn en términos de variables angulares y tiempo.
Esto se conoce como cinematica rotacional. Luego discutimos las causas de la rotacién. Esto se
conoce como dinamica rotacional.

Posicién angular

El movimiento de rotacion de un cuerpo rigido (o una particula) alrededor de un eje esta
completamente especificado por un angulo 0 que forma una linea fija en el cuerpo rigido (o la
particula) con alguna linea fija de referencia en el espacio, generalmente elegida como eje X. Ademas,
el movimiento de rotacion se simplifica enormemente si 0 se expresa en radianes. Este angulo 0 se
define como la posicion angular del cuerpo rigido (o la particula).

La figura 1 representa un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo que pasa por el punto O,
donde ese eje es perpendicular al plano de la figura. La linea OP esta fijada en el cuerpo y
completamente especificada en el tiempo t por la posicion angular 6 que hace la linea OP con respecto
al eje x. Por lo tanto, la posicion angular del cuerpo rigido, o la particula en el punto P que tiene
coordenadas polares (r, 0) es,

Posiciéon angular = 6



Figura 1. Representacion de la definicion de la posicion angular 0 de un cuerpo rigido, o una particula en el
punto P con coordenadas polares (r, 0), con respecto al eje x
Desplazamiento angular

Cuando el cuerpo rigido gira como se muestra en la figura 2., la posicion angular de la linea OP
cambia de 0: en el tiempo t; a 62 en un tiempo t,. La cantidad A6 = 0, - 0.1 se define como el
desplazamiento angular de un cuerpo rigido:

AH = 92 - 91 (1)

Figura 2. Representacion del desplazamiento angular A0 = 0, - 0; de un cuerpo rigido que ocurre durante el
intervalo de tiempot=t,-t;

Velocidad angular

De manera analoga a la velocidad lineal (de traslacion) promedio, definimos la velocidad angular
promedio ® como la razon de cambio del desplazamiento angular (o es la letra griega omega en
mindscula). Es decir:
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Y la velocidad instantanea angular como, el valor limite de la razén de cambio angular en el tiempo
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En unidades Sl, la velocidad angular tiene la unidad de radianes por segundo (rad / s) y se puede
escribir como segundo ~ * (s ~ 1) porque los radianes no son cantidades dimensionales.

Las dos dltimas ecuaciones son validas para todos los puntos del cuerpo rigido. Es decir, todos los
puntos del cuerpo rigido giran a través del mismo desplazamiento angular al mismo tiempo.

Como en el movimiento lineal en una dimension (donde la velocidad lineal puede ser positiva 0
negativa), tomamos ® como positivo si 8 aumenta (en sentido contrario a las agujas del reloj) y o
como negativo si 0 disminuye (en el sentido de las agujas del reloj).



Nota: Un radidan (1 rad) es el dngulo subtendido en el centro de un circulo de radio r por un arco de longitud s igual al
radio del circulo, es decir, s = r, vea la figura 3a. Dado que la circunferencia de un circulo de radio res s = 2TUr, (360°) o

uno revolucion completa corresponde a un dngulo de (2Tr) /v = 2T rad,.
Por lo tanto:
1 rev=360° =2Ttrad = 180° =Ttrad (8.1)
Por lo tanto:
1°=(T/180) rad 0.02 rad
1 rad = 180° /T 57,3°.
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Figura 3. (a) Representacion de la definicién de un radian, (b) definicion de un dngulo © como la razén del arco s, respecto
al radio r.

Generalmente, si © (en radianes) representa cualquier dngulo arbitrario subtendido por un arco de longitud s en la
circunferencia de un circulo de radio r, vea la figura 3.b, entonces se debe cumplir la siguiente relacion:
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Aceleracion angular

Cuando la velocidad angular del cuerpo giratorio no es constante, el cuerpo tiene una aceleracion
angular. Suponga que 1 y o, son las velocidades angulares en los tiempos t1 y to, respectivamente,
como se muestra en la figura 4. Luego, definimos la aceleracion angular promedio a. (alfa griega "a")
como la tasa de cambio de la velocidad angular de la siguiente manera:

7 — A0 _ w2mwy
a=% = ta—ts (5)

Figura 4. Representacion del cambio de velocidad angular en un cuerpo rigido

Y la aceleracidn instantanea vendra dada por la expresion,

. Aw dw
o= lim =% (6)

La aceleracion angular tiene unidades de rad/s® y puede escribirse como s,



Ejercicio N°1:

Una linea de referencia en un disco giratorio tiene una posicion angular dada por 6 =3 t?- 12t + 9,
donde 0 esta en radianes y t esta en segundos. Encuentre (a) ® y o en funcién del tiempo. (b) El
tiempo en que la posicion angular 0 y la velocidad angular @ se vuelven cero. (c) Describa el
movimiento de rotacion del disco para t > 0.

Solucién:

(a) Para determinar la velocidad angular, derivamos 6 = 3 t*- 12 t + 9 con respecto al tiempo, entonces,

_de _ d(3t*-12t+9)
=== 6t —12rad/s (1)

Por tanto, o podria ser negativo o positivo dependiendo de t. Para encontrar la aceleracion angular o,
diferenciamos o con respecto al tiempo.

_dw _ d(6t—12)

— 2
o pra 6rad/s 2

(b) Para determinar el tiempo para la posicion y velocidad angular cero, igualamos a cero en la
expresion para la posicion angular, y resolvemos la ecuacion de segundo grado.

0 =3t>—12t+9=0

Obtenemos entonces t= 1s y t= 3s.

Para la velocidad angular, resolvemos la ecuacion (1) igualada a cero, asi tenemos que,

w=6t—12=0

t—12—2
_6_ S

(c) podemaos describir el movimiento de la siguiente manera

Para el momento inicial t = 0, la linea de referencia estd en 6 = 9 rad y la velocidad angular
inicial del disco es ® =—12rad / s.

A medida que aumenta el tiempo durante el intervalo 0 <t <2 s, tenemos ® <0. Es decir, el
disco estd girando en el sentido de las agujas del reloj, pero con una velocidad angular
decreciente, ya que la aceleracion angular es 6rad/s®, o> 0. Ademas, 0 alcanza el valor § =
Oent=1s, Yy luego alcanza valores negativos.

Ent=2s, el disco se detiene momentdneamente cuando 0 = —3 rad.

A medida que aumenta el tiempo durante el intervalo t> 2 s, tenemos ®> 0. Ademas, 0 vuelve
a cero nuevamente cuando t = 3 s. Posteriormente, tanto ® como 6 aumentaran
indefinidamente.



Aceleracion angular constante

Las definiciones de cantidades angulares son similares a las de cantidades lineales, excepto que 6, ®
y o reemplazan las variables lineales x, v y a, respectivamente. Por tanto, las ecuaciones angulares
para la aceleracion angular constante seran analogas a las presentadas en cinematica. La tabla resume
las ecuaciones cinematicas angulares y sus equivalentes lineales.

Ecuaciones lineales Ecuaciones angulares
V=Vvo+at w=wmot+at
X —Xo =1/2 (Vo + V) t X0 |0-6=1U2(@o+w)t
X—Xo=Vot+1/2at vew |0-6=wot+l/2at’
V= v +2a (X —Xo) aca | ®=wo’+2a(—00)

Podemos tratar la velocidad angular como un vector eligiendo el eje de rotacion para que sea la
direccion del vector de velocidad angular. Por convencién, la regla de la mano derecha se usa para
determinar esto. Para aplicar esta regla, doblamos los cuatro dedos de la mano derecha alrededor del
eje de rotacion y apuntamos los dedos restantes en la direccién de rotacion; entonces el pulgar
apuntaria en la direccion de w. El vector de aceleracion angular o = dw / dt estara a lo largo de w, Si
| ® | aumenta con el tiempo y seré opuesto a o, Si | | disminuye con el tiempo
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Figura 5. Uso de la regla de la mano derecha para obtener la direccion de los vectores o y a mostrando
los casos de incremento y disminucion de la velocidad angular
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Relaciones de cantidades angulares y lineales

Cuando un cuerpo rigido gira con velocidad angular o, todos los puntos del cuerpo se mueven en un
circulo con su centro en el eje de rotacién, vea la figura 6. Debido a que el punto P en la figura se
mueve en un circulo de radio r, este punto define un vector lineal v cuya direccidn es siempre tangente
a su trayectoria circular.
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Figura 6. El punto P del cuerpo rigido que gira tiene una velocidad v, siempre tangente a la trayectoria
circular de ese punto.

Esta velocidad tangencial tiene una magnitud definida por la velocidad tangencial v = ds/ dt, donde s
es la longitud del arco recorrida por el punto P a lo largo de la trayectoria circular. Recordando que
s =r @y notando que r es constante, encontramos:



V=—=r— (7)

. dae
Usando la ecuacion (3) w = e obtenemos

¥ =rw (En radianes) (8)
Esta relacion indica que, aunque ® es el mismo para todos los puntos del cuerpo rigido, los puntos
del objeto con diferentes radios tienen diferentes velocidades tangenciales v. De hecho, la velocidad
tangencial aumenta a medida que uno se mueve hacia afuera desde el centro de rotacion. Cuando la
rapidez angular ® es constante, entonces la rapidez lineal v de cualquier punto del cuerpo rigido es
constante y, por lo tanto, experimenta un movimiento circular uniforme.

El periodo de una revolucion T = 2zr / v y la frecuencia se pueden escribir en términos de © de la
siguiente manera:

_z2r -1_e i
T ==, f=7= p— (En radianes) 9)

Podemos encontrar la magnitud de la aceleracion tangencial a;, de un punto P, derivando la ec. (8)
respecto a t,

G- _ do
a=_-=r_ (10)
De la ec. (6) tenemos entonces que,
d = ra (En radianes) (11)

Ademas, sabemos que un punto (o una particula) que se mueve en una trayectoria circular de radio r
2
con rapidez v, experimenta una aceleracion radial a de magnitud a = l’lerlglda hacia el eje de

rotacion. Por lo tanto, al usar v=ro, la magnitud de la aceleracion radial se convierte en:

a=rw? (12)

Como se muestra en la figura 7. La aceleracion lineal total, en un punto P es,

v
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Figura 7. Componente radial y tangencial de la aceleracion lineal total del punto P sobre un cuerpo rigido que
esta girando
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Energia rotacional

Estudiemos ahora la energia cinética de un objeto rigido en rotacion, considerando el objeto como
una coleccion de particulas y suponiendo que gira alrededor de un eje z fijo con una velocidad angular
(figura 8). Cada particula tiene energia cinética determinada por su masa y velocidad lineal. Si la
masa de la iésima particula es m; y su rapidez lineal es vi, su energia cinética viene dada por la
expresion

K; = ;mv] (14)

o

Figura 8. Cuerpo rigido girando en torno al eje z con una velocidad angular o

Recordemos que aunque cada particula en el objeto rigido tiene la misma velocidad angular, las
velocidades lineales individuales dependen de la distancia ri desde el eje de rotaciéon segun la
expresion ¥ = rw. La energia cinética total del objeto rigido giratorio es la suma de las energias
cinéticas de las particulas individuales:

1 1
Kp = z K; = ZEmiviz = zzmirizwz
i i i

Reacomodemos términos en la dltima ecuacién. Sabiendo que la velocidad angularw, es igual para
cualquier particula del cuerpo rigido, tenemos,

K =5 (Zimir?)w? (16)
La cantidad entre paréntesis la definimos como el momento de inercia, y lo denotamos con la letra I,
I=%;mr! 17)
Entonces podemos escribir,
Kp =5 1w? (18)

- . - 1 , . s .
Aungue comunmente nos referimos a la cantidad Elwzcomo energia cinetica rotacional, no es una

nueva forma de energia. Es energia cinética ordinaria porque se deriva de una suma de energias
cinéticas individuales de las particulas contenidas en el objeto rigido. Sin embargo, la forma
matematica de la energia cinética dada por la ecuacion 18 es conveniente cuando se trata de
movimiento de rotacion, siempre que sepamos cdmo calcular el momento de inercia .

Es importante que reconozcamos la analogia entre la energia cinética asociada con el movimiento de
traslacion y la energia cinética del movimiento de rotacién. Las cantidades | y w en el movimiento
rotacional son andlogas a my v en movimiento lineal, respectivamente. De hecho, | toma el lugar de
m cada vez gue comparamos una ecuacion de movimiento lineal con su contraparte rotacional.

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un objeto a cambios en su movimiento
rotacional, al igual que la masa es una medida de la tendencia de un objeto a resistir cambios en su



movimiento lineal. Sin embargo, debemos tener en cuenta que la masa es una propiedad intrinseca de
un objeto, mientras que | depende de la disposicion fisica de esa masa.

Ejercicio N°2:

Un disco compacto (CD) tipico gira a 300 rev / min. (a) ¢Cudl es la velocidad angular del disco?
(b) ¢Cudl es la rapidez lineal de un punto P que se encuentra a 4 cm de su eje, (c) Si un bit de datos
esta representado en el punto P y tiene una longitud de L = 0.5 um, calcule el nimero de bits N que
el cabezal de lectura puede leer por segundo.
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Solucién:

(a) Primero, escribimos la frecuencia f en unidades Sl de la siguiente manera:
f=300 (rev /min)( min/ 60 s)=5rev/s=5Hz

Ahora despejando la velocidad angular, de la ecuacion (9)
w=2nf =314rad/s

(b) La velocidad lineal de un punto a 4 cm del eje del disco es:
rad
V=rw=4x10"%m)- (31,47) =1,26m/s
(c) Usando NL = v, obtenemos que el namero de bit N que el cabezal de lectura puede leer por

segundo es,
v=NL

Entonces,
v 1,26 m/s

U 252210525 _ 250 mb)
"L 05x10°m x s S

Ejercicio N°3:

Se sujetan cuatro esferas diminutas a las esquinas de un marco de masa insignificante que se encuentra
en el plano x-y (ver figura). Supondremos que los radios de las esferas son pequefios en comparacion
con las dimensiones del marco. Si el sistema gira alrededor del eje y con una rapidez angular o,
encuentre el momento de inercia y la energia cinética rotacional alrededor de este gje.

Solucion

(a) Primero, observe que las dos esferas de masa m, que se encuentran en el eje y, no contribuyen al
momento de inercia | es decir, ri= 0 para estas esferas alrededor de este eje. Aplicando la ecuacion 17
obtenemos,

I = Zmiriz = Ma? + Ma?* = 2Ma*
7



Apliquemos ahora la ecuacion 18 y determinemos la energia cinética

1 1
Kr = Elwz = E(ZMaz)w2 = Ma’w?

Calculo del momento de inercia se un cuerpo rigido

Podemos evaluar el momento de inercia de un objeto rigido extendido imaginando el objeto dividido
en muchos elementos de volumen pequefio, cada uno de los cuales tiene una masa m. Usamos la
definicion I = ,; Am;r? y tomamos el limite de esta suma cuando m tiende a cero. En este limite, la
suma se convierte en una integral sobre todo el objeto:

I = Arlrilrir_l)ozirizAmi = [r2dm (19)

Dinamica rotacional; Torque

La dindmica de rotacion es el estudio del movimiento de rotacion y las causas de los cambios en el
movimiento. Asi como el movimiento lineal es andlogo al movimiento rotacional desde una
perspectiva cinematica, veremos que esta analogia se aplica también desde una perspectiva dinamica.

Sabemos por nuestra experiencia cotidiana que, cuando un objeto gira alrededor de un eje, la
velocidad de esta rotacion depende de la magnitud y la direccion de la fuerza ejercida y de qué tan
lejos se aplica esta fuerza desde el eje de rotacion. Esta dependencia se mide mediante una cantidad
vectorial denominada Torque (0 momento) 7 (del griego tau “t”).

fa) méxime forgue (3 Torque cero (<) Torque mensy

Figura 9. El torque sobre la puerta de la boveda de un banco depende de la direccion de la fuerza aplicada. (a)
Empujar perpendicularmente da el torque maximo. (b) Empujando radialmente hacia adentro con la misma
magnitud la fuerza da un torque nulo. (c) El torque es proporcional a la componente perpendicular de la fuerza
(FL)

Imaginese tratando de abrir la enorme puerta de la béveda de un banco; el torque es proporcional a la
magnitud de la fuerza. También importa donde y en qué direccion se aplica la fuerza. Para una
maxima eficacia, debe empujar perpendicularmente a la puerta (Fig.8a). Si empujara radialmente,
directamente hacia el eje de rotacidn que pasa a través de las bisagras, la puerta no giraria, sin importar
cuanto empujara (Fig. 8.b). Una fuerza que actue en cualquier otra direccion podria descomponerse
en componentes radiales y perpendiculares, y la componente radial no contribuira en nada al torque
(figura 8.c). Solo la componente perpendicular de la fuerza (F1) produce un momento de torsion.

La figura 9.a muestra una seccidn transversal de un cuerpo rigido que puede girar libremente
alrededor de un eje fijo en O. Una fuerza F perpendicular al eje de rotacidn actla sobre el cuerpo en

el punto P, cuyo vector de posicion desde O es 7. El &ngulo mas pequefio entre los dos vectores F y
7 es 0. La capacidad de la fuerza para hacer rotar el cuerpo alrededor de O desde el punto P depende
del torque 7 de la siguiente manera:

7 = PxF (20)
7 =7|F|sin® (21)



La unidad Sl de torque es el N-m. La unidad Sl de energia, el joule, es equivalente a N.m, pero no
escribimos el torque en joules. Aunque tanto la energia como el par se pueden escribir usando las
mismas unidades base S, las dos cantidades tienen significados diferentes; el par no es una forma de
energia. Para ayudar a mantener la distincién, el joule se usa como energia pero no como torque.

Eje de rotacion

(a) (b) (c)

Figura 10. (a) El torque 7 producido por una fuerza F que actla en el punto P sobre un cuerpo rigido
que puede girar libremente alrededor de un eje que pasa por el punto O. (b) EI momento de torsion se
puede escribir como rLF, donde rL es el brazo de momento de la fuerza F. (c) El torque también se
puede escribir como r FL, donde FL es la componente perpendicular de la fuerza a 7.

Si dos 0 mas fuerzas acttan sobre un cuerpo rigido, donde cada fuerza tiende a producir rotacién
alrededor de un eje que pasa por algin punto, el torque neto en el cuerpo se obtiene sumando todos
los torques:

NT=T1+1,+13 + (22)
Condiciones de equilibrio de traslacion y rotacién

Un objeto en equilibrio mecanico debe satisfacer las siguientes dos condiciones:

1. La fuerza externa neta debe ser cero: F=0
2. Eltorque externo neto debe ser cero: .7 = 0

La primera condicion es un enunciado de equilibrio traslacional: la suma de todas las fuerzas que
actlan sobre el objeto debe ser cero, por lo que el objeto no tiene aceleracion traslacional. La segunda
condicidn es una declaracion de equilibrio rotacional: la suma de todos los pares en el objeto debe ser
cero, por lo que el objeto no tiene aceleracion angular. Para que un objeto esté en equilibrio, debe
trasladar y rotar a una velocidad constante.

Debido a que podemos elegir cualquier ubicacion para calcular los pares, generalmente es mejor
seleccionar un eje que haga que al menos un par sea igual a cero, solo para simplificar la ecuacion
del par neto.

EjercicioN°3: Dos ruedas de radio r1 = 20 cm y r2 = 30 cm se sujetan juntas como se muestra en la
figura. Juntas, pueden girar libremente alrededor de un eje O perpendicular a la pagina. Dos fuerzas
de las magnitudes |F;| = 20N y |F,| = 40N se aplican como se muestra en la figura. Encuentra el
torque neto en la rueda.



Solucion:

Tomemos el torque en sentido anti-horario como positivo. Entonces la fuerza F; produce torque 11
que tiende a girar la rueda en el sentido de las agujas del reloj. Por tanto, el signo de 11 €S hegativo e
igual a —F1r1. La fuerza F, produce un par de torsion 12 que tiende a girar la rueda en sentido anti-
horario. Por tanto, el signo de 12 es positivo e igual a + Fr,. Usando la ecuacion. 16, el torque neto
€es:

= ‘?1 + Ty

=—-Fnrn+En

= (=20N)(20x107%m) + (40N)(30x10~?*m)
=8m-N

Relacion del torque y la aceleracién angular
Consideremos una particula de masa m unida a un extremo de una varilla de masa despreciable
mientras que el otro extremo puede girar libremente en el punto O. La masa gira en un circulo de

radio r, bajo la influencia de una fuerza tangencial F; , como se muestra en la figura 11. En esta figura
no mostramos la fuerza radial.

Figura 11. Una particula de masa m gira en un circulo de radio r bajo la influencia de una fuerza tangencial ﬁt

De acuerdo con la segunda ley de Newton la fuerza F, produce una aceleracion d, , entonces

Sabemos que @ = ra, entonces
F, =mra (23)

El torque producido por esta fuerza seréa



1
I

(mr?) -«
I« (24)

Es decir, el torque que actla sobre la particula es proporcional a su aceleracion angular y la constante
de proporcionalidad es el momento de inercia. Es importante notar que es el analogo rotacional de la

segunda ley de movimiento de Newton. F=m-d

1
I

Podemos aplicar este resultado a un sistema de particulas ubicadas a varias distancias de un
determinado eje de rotacion. Para la iésima particula, aplicamos ec. 17 para obtener 7; = (ml- . rl-z)a
Entonces, el torque total alrededor de ese eje seré t = (mi ri2) a = Ia. Por lo tanto:

T= Zmiriz a=1-a
i



